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Pri eble religiaj at magiaj aferoj

Por iuj indigenoj, la fekajoj de bovoj Sajne havas religian signifon;
tial en certaj indianaj lokoj oni povas aceti tiajn aferojn speciale par-
fumitajn. Alia ekzemplo de ilia (eble spirita) signifo estas la lasta-
tempa forStelado de fekajoj el la rega bovejo de Svazilando, supoze
por ke s-ro Mgabhi Dlarnini, prezidanto de la Asemblejo, uzu ilin
por iu magia celo.

Je la komenco de tiu ¢i artikolo mi citis el la antikva egipta “Libro
de la Mortoj*. Fine, ¢i tie mi citas el la hebrea Biblio (Readmono 23,
12-13, lat la traduko de L.L.Zamenhof): “Lokon vi devas havi ekster
la tendaro, kien vi elirados por necesajoj. Fosileton vi devas havi ¢e
vi sur rimeno; kaj kiam vi sidos ekstere, fosu per gi kaj reen kovru
viajn elirintajojn*.
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Globoj en n-dimensiaj spacoj
— Frandaj eroj por gimnazianoj —

Jon Hafsteinn JONSSON

Ni provu difini la volumenon por globo en n—dimensia spaco, R" (n
€ Z.). Nidifinu punkton P kiel » ordigitaj realaj nombroj, kiuj nomi.-
gas koordinatoj de P = (x}, x5, x3, x4, ..., X,), kaj R" estas la aro de tiaj
punktoj. La nula punkto de R'%stas O = (0, 0, 0, ..., 0).

La distancon inter du punktoj P = (x), x5, x5, ..., x,) kaj A = (ay,
@, @s,..., a) en R" ni indikas per | AP/, kaj i estu

/i(xf -

Globo kun centro A = (a), ay, a3, ... a,) kaj radiuso r estas la aro
(P || AP| <r}.

Laaro {P | | PA'| = r} estas la responda sfero ati surfaco de tiu
globo. Globoj kaj sferoj kun centro en O kaj la radiuso r do
esprimigas per

n
S 5 - 2 2
Zx.‘<r' kaj E X, =r.
f J
j=1 J=1

Komence ni supozu, ke la dimensio » ne superas 3, ¢ar tiel ni
kapablas vidigi la respondajn figurojn per kutimaj desegnajoj.

n
Ni imagu, ke ni tranu la globon Zx}.z <r? per la ebeno x, = x.
J=l
LLa tranCajo estas globo en la (n—1)-dimensia spaco kun la ekva-
n-1
cioz.*c:.: < p’, kie p=~r’—x’ estas gia radiuso, do gia (n-1)-
i=1
dimensia volumeno esprimigas per v,.(p).
Fundajn konceptojn en la 3—dimensia spaco ni generaligos tiel, ke
iliaj nomoj signifu analogajojn en n—dimensiaj spacoj.
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En l—dim_ensia spaco, globo signifas strekon. Gia radiuso r estas la
duono de gia longeco, gia formulo estas x,> <77, kaj gia volumeno,
vi(r)=2-r

En 2-dimensia spaco, globo signifas cirklon, gia formulo estas

2 2 A
x1° +x,° <7*. Gia volumeno estas vo(r) = 1 [do egalas al gia cirkla
areo|.

En 3-dimensia spaco la formulo por globo estas x,* + x,* + x3* <7°.

Kiel konate, gia volumeno estas vi() = %-n-r‘j’, kaj facilas konstati,
ke

() = [vy(p)-dx kaj vi(r) = [v,(p)-dx.

-r —r

Figuro 1 klarigas, ke vs(r) = J-Vz (p)-dx

-r

Ni hipotezu kiel fundamenton la senliman validecon de

O v,()= v, (p)dx. ne Z.

-r

_Ni unue kalkulu vy(r) kaj vs(r) lati (0), kaj tiucele utiligu la sub-
stituon,

=rsin (1), dx=r-cos (r) -dt, [kaj p=r-cos ()], ~ T <, <™.
2 2

)—_[ vi(p)-dx=3-7- j-( riex ) cdv=1% Icos () -dt=L-7%-r*

vi(r)= j\ (p)-de=%-7°- rj(w'z—,rz)d-dx:%-frz-r"‘-x_[ cos’(1)-dt=%-77-r’

—=/2
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Ni povas datirigi tiun procedon, kaj tiel trovi lativice ve(r), v4(r).
vg(r), Vo(r), ..... vi5(r). Mankas tamen kompreniga regulo por ili, kaj
tial ni atente observu, kiel malsimile aspektas la rezultoj depende ¢u
n divideblas per 2 aii ne. Ni atentu, ke la potenco de r Ciam egalas al
n, kio $ajnas nature, dum la potenco de 7 kaj la nombra faktoro Sajnas
enigmaj. Tial ni skrupu]e ekzamenu la formulojn

v,(r) =5 7% -r? kaj v, (r) =2 -7® 7" . Pri detaloj en la

lastaj pruvoj mi ne havas proponojn, sed pretas respondi al eventualaj
demandoyj.

Ni konstatas, ke tiuj du nombraj faktoroj esprimeblas kiel & kaj

35701113 °

Cetere ni konstatas. ke, se la formuloj skribigas tiel

p 20 2.n+
{1) Vﬁ.n(r):#-ﬁ rzn L\a\] "'Jrr+'|(r) ('?rrH)l'ﬂ.n'r ”le

ili validas por n = 1, [t.e. por la dimensioj 2 kaj 3]. Same pri n =2 [do
por la dimensioj 4 kaj 5], kiuj estis supre kalkulitaj. Ni substreku, ke
la formuloj (1) ankat tute harmonias kun €iuj rezultoj.

Por pli precize argumenti, ke la fundamento [do (0)] sekvigas la
formulojn (1), ni pruvu sekvan teoremon
(2) Jcos”’(r)-d;:’”}—j-”’—‘g-’"—f---- jcosk(r)-dr,
0 0
kie k egalas al 0 ati 1, depende ¢u m divideblas per 2 au ne.
Tio signifas, ke

T2

J‘ cos* (t)-dt egalas al Z aii 1, depende ¢u m divideblas per 2.

T

Jen pruvo por (2): Lai konata regulo pri parta malderivajo, validas

j'cos“ ](r)‘cos(:‘)-df:Lcos” l(r)vsmuj} +(m=1)- Jcos “2()-sin*(1)-
5 0

Cetere evidentas: Se m > 1, [Cosm_] (1) Sin(f)]? =0, kaj tial

J:cos”’ (t)-dt =(m-1) _I cos™(t)-(1—cos’(¢)) - dt

kio egalas al
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J. cos™ (1) -dt =(m-1)- j cos™2(t)-dt —(m-1)- —f cos™(¢)-dt

kaj plie
m- [ cos"(t)-dt=(m=1)- [ cos™(1)-dr
-2 -2
au
/2
jcos (1)-dt = jcos"’ (1)-dt .
4]

Se m = 4, validas

w2 a2
[cos™(r)-dr = 23 j cos” (1) - dt
0 ]
kaj tiel plu, gis ni fine havas
a2 w2
jcos (t)-dt=rl.n2. ;3. J-cos (t)-dt.
0 o

kie £ egalas al 0 au 1, kaj jen (2) estas pruvita.
Nun ni supozu, ke v,, (r) = L. -r e kaj kalkulu |'v (p)dx -

,-j

La supre utiligita substituo, x = r-sin (1) _ 7 ;<7 Kklarigas la
2

sekvan kalkulon:

_[:vz_,, (p) dx = 72" J: cos™™ ! (¢)-dt =

2n+1 Lxt o 2n 2n=2 2n-4
& TR T TR T s P R 2 COSU) dt =
g A L 2n+] L_2n  2n=2 2n-4

P Tnel 2nl 3ns 52 Cos(f) dt =
Z% g2+l 2 2n-2 2n-4 2 22l 2n+
n! ! 2n+l 2n-1 ' 2n-3 e ? ) 2 = '7[ ("n I’]T "7
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il n 2+

Se ni supozu V,,.,(7) = T . ni kalkulas

[ Vi (p) dx tiel:

r

e 22m+l ) 2n+l g
f Voua(p)dx = 7" [n+n!'£p “dx =
7[}: 22l _}_2:‘:1—2 . f' COSZH+2 (I) . df o

(2n+1)!

P o s [Pl f cos®™ (1) - dt =

(2n+1)!

202 on Myt opel 2m-l 20-3 ., 1,
¢ o ne) T2n 2mz 1n— i 2 LCOS ({) df
2n+2  ontl 22nel g (2n+1)! _ one2 nel 23 (2n41)! =
(Zn+D)t pr(ps1yr2mton (Zn+) pr(nsnyra2!
ﬁm—] "2?’i+2
(n+1)!

Tiu rezulto identas al nia supozo pri va,-»(r).

Pruvite estas:

Se (1) validas por vy1(7), tiam ankat por v,(r), egale kia pozitiva
entjero n estas. Car (1) validas por la dimensioj 2 kaj 3 ni konkludu,
ke (1) validas por ¢iuj dimensioj.

La sfero estu la surfaco de la globo, kaj simile al nia kalkulo pri la
volumeno de n-dimensia globo ni nun difinu la surfacan mezuron de
n—dimensia globo per y(r) = av,(r), kio bone harmonias kun la dimen-

dr

sioj 2 kaj 3.
De (1) vy, (1) =3-7"r*" Kaj vy, (r) = Ffi- 7" 7™

tiam sekvas

ain+l

2n-1 . 3 2
(19 \!_,Pr(f) - 1}" a".p" ka_] }!..m_l(?')— Dn)rlal_ .yt
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