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Prace Karkonoskiego Towarzystwa
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Fako de humanismaj sciencoj de Scienca Societo de Gigant-montara
Regiono, en Jelenia Gdra eldonis sian dudekokan volumon enhavanta dek
kvar pedagogiajn kaj psihologiajn studojn. Plejparto da ili prezentas
proprajn esplorojn el la laborkampoj de la aiitoroj. Ci tiu volumo estas la
dua, en kiu krom la angla resumo aperas egalrajte ankai la Esperanta. La
unua volumo tia, traktanta Sirmon de naciaj naturrezervejoj, aperis en 1982.

Jam la unua, dudekpaga studajo de Alicja Bernatowicz ““Etiko de teknika
inteligentularo’ atestas vivecan kaj ne konvencian aliron al la tikla
problemaro de la konstatata ‘‘manko de primoralaj konvinkoj de ingenieroj
kaj teknikistoj”’. Moralan problemon rilatanta laboron prezentas ankaii
Romuald Witczak en sia studo ““Valoro de laboro en opinioj de junaj
laboristoj”’. Interesajn psihologiajn eksperimentojn ni trovas en priskribo de
ckzercoj celantaj “‘perfektigadon de interpersonaj rilatoj”’ de Tyburcjusz
Tyblewski. Ankai psihologiajn problemojn malkovras Sabina Nowakowska
en ‘‘Problemoj de laboro kun la kapabla lernanto”’.

Esperantajn tekstojn zorge preparis Adam Czarkowski.

Entute laiidinda ekzemplo imitinda. Karel Kraft

SCIENCA REVUO, vol. 36 (1985), n-ro 2 (150)

Perturboj de la suncentraj vektoraj
elementoj de planedet-(komet-)/ orbito

(Alvenprelego en Internacia Akademio de Sciencoj
de Sanmarino, la 3-an de januaro 1984)

BoZidar Popovic (Jugoslavio)*

1. Enkonduko

Ci tio estas detala resumo de la samtitola ruslingra verko, kiu aperis en la
Beograda Astronomia Observejo, kiel Publication N° 35, en la rusa lingvo.
Oni povas turni sin tien por trovi la detalojn pri ellaborado de pluraj formu-
loj. Sed @ar preskali €iuj €apitroj aperis (kiel apartaj esplorartikoloj) en
Esperanto, la jarindikoj referencas al tiuj artikoloj en la verkar-listo, publi-
kigita jam antaiie (Scienca Revuo, 1983, 79-85).

2. Kerno de la problemo

Sub la nomo ‘‘suncentraj vektoraj elementoj’” de orbito de planedeto (latt
kometo) oni kormprenas la sistemon de la elementoj konsistanta el suncentra
pozicio de planedeto (77) kaj gia suncentra rapido (¥;) en donita momento
(t,). Ci tiuj elementoj, konsiderataj kiel la plej naturaj movigelementoj, estas
pritraktitaj detale kiel la sistemo de elementoj (1977), pro kio ni ne haltos e
ilia utiligo en la neperturbata movigo. Celo de &i tiu verko estas, unuloke kaj
sisteme, montri diversajn formojn por ekvacioj de perturboj de €i tiuj ele-
mentoj. Ciu el la formoj havas iajn avantagojn kaj iajn mankojn rilate al la
aliaj formoj kaj estas tiom pli interese havi ilin kune.

Se, anstataii simpla problemo de du korpoj, oni pritraktas iom perturba-
tan movigon da la koncerna korpo, la ekvacion de gia movigo oni povas
skribi en sufiée generala formo

& F/d?) = — uriF+ eF (1)

* Doktoro de matematikaj sciencoj, emerita universitat-profesoro, Ognjena Price 80, 11000
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kie efprezemas la sumon de ¢iuj fortoj agantaj ekster la ‘“neperturbata mo-
vigo de du korpoj”’ (ekz. ¢e movigo de artefarita satelito kiel la perturba for-
to povas esti konsiderata: altirforto de aliaj korpoj; influoj de nesfereco de
la planedo, influo de gia atmosfero k.s.). Per la eta koeficiento e oni espri-
mas, ke la neperturbata movigo estas la efa, kaj ke ¢iuj aliaj influoj estas
multe malpli grandaj ol altirforto de la &efa korpo. Pro tio ampleksega klaso
de movigoj povas esti esprimata per la generala formo (1).

3. Variigo de la lagrangaj koeficientoj
La vektora produto de la ekvacio (1) per 7/ kaj ¢ donas la “‘integralojn’’:

FXT'=C= X W+ e, & =|(FXF)dt )
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rxe— 2 e Gi+edr, o= [Fxe+vx (Fx F)ldt (3)

Diskomponu 1a pozicivektoron kaj la rapidvektoron jene
F= frs + gvs + hég, Vi=f'Fo+ g' Vs + h'Cs 4)
Tiam (2), post skalara multipliko per &, 75, ¥ donas la esprimojn por
Je'—f'g, gh'—g’'h, hf'—h’f. Laeliminodeh’, posttio de A, el du la-

staj igis tiujn esprimojn:

Jg'—f'g = l+eci® (& -67)

h:—Ecal{f'_:fi_.')z—f(fﬂ‘+g175)-c?:(€]') (5)
h = —ef&) et = —elf' o+ g’V ) &1 (C-5)

Aliflanke la “‘integralo’ (3) post multipliko per ¥; kaj per 75, post iom da
transformoj, donas

af +R-vi=ed-v;
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(6)

G(l—g)+RF=ed-Fs d =VXZ&G—&
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Trovendaj restas ankorail la esprimoj por f, g. La unua paSo estas enigo
de f’, g" en la unuan ekvacion (5) post kio pluraj transformoj donas g espri-
mita per f:

ug/ro= (775 YI—f) £ [13 T3 (I—)* + 2 prof I —f) + €dQ27+ ed)c2 + p2h?] /2 (7)

kun mallongaj esprimoj por 7 kaj d.
La dua paSo, konkorde kun la procedo en la neperturbata movigo, konsi-
stas el enkonduko de la nova variablo £ per

ro (I—f) = ay(I—cost )—ers [, (8)

Pluraj transformoj kondukas al la esprimoj por f, g, kies &efaj partoj kon-
gruas kun la esprimoj en la neperturbata movigo — aldonigas nur la mem-
broj kun e:

Jf=1—(—cost Yas/ro+ € [, ©)
ug = o (7575 ) (I—cos§ )+ ro Npuao sing + eg,

kun detalaj esprimoj por la perturboj f., g..
La tria paSo estas la generaligita Kepler-ekvacio por la variablo £, resp. la
nova variablo ‘“‘reguliga anomalio’ y, difinita per

y = E~Nay/r (10)

Denove ekirinte, same kiel en la neperturbata movigo, sed kun multe pli
grandaj malfacilajoj, lat simila vojo, mi trovis

S(f—t,)+eJ

[ (1
1+ nyc: G s g‘}’zfj
st=prs’, n="Fevs/Npro, =1 —1=I—r/a (12)
L
sin 1—cos —sin
Ci= E, o E 'E"e 3= E g‘_ (13}
£ %4 &

kun aparta — iom komplika esprimo por la integralo J.
(Pluraj detaloj en tiutema artikolo, 1972).
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4. Metodo de variigo de la konstantoj
Pro pli simpla skribado (eviti oftan nulan indekson), signu la vektorajn

elementojn per (7 ¥) kaj uzu la indekson *‘#"’ por la grandoj en la momento
t, do

Fr=fr+gry vi=fr+g'v (14)
por la neperturbata movigo. Por ke la samforma solvo kontentigu la pertur-
boekvacion, oni povas apliki la metodon de variigo de la konstantoj, kun la
aldona (kondica) ekvacio, t.e. klasikvoje ser¢i la perturbojn 67, 67 el la ek-
vacioj

6F=0, oF=eF (15)
Konsiderante (14), la variigo donas
b1 OF+ Y, 67°= 0, bl OF+ Yl 67 = eF (16)

kie la diadoj estas

) _. af _. dg af
=f1+F—— +V ; h=gl+F —+7 17
aF” ar- . av 3\7' e
La solvo de (16) estas
7= — Q67 6F=el'\-F (18)
kun
Q|=Vr/fl (o TH I“l={¢>]’—:,b|'ﬂl}" (19}

Por pli facile trovi la necesajn diadojn utilas disigi la partojn apartenantan
al la direkto & de tiu en la ebeno (7, V), do

6= CHEOF)CH 6,7, §7= cHEOT)TH 6, 7 (20)
b =(cNTT+ ¢, Yi=(cQ)T T+ Y @21
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Unue montrigis, ke la partoj en la direkto ¢ estas

g(F-e)c  kaj %f(f'-m:-: C=c(fg'—f'e) (22)

3
c
kaj por la ‘“‘ebenaj partoj’’ restas la ekvacioj

6.8, FH YO T=0, & -bF+y b T=eF, F =c?Tx(F X&) (23)

kun la formala solvo
&6 v=—Q06,F, 6,7 =€l -F, (24)
A+ vV =0=y"d, FF v =C=("—y¢' )" (25)

Kiel la esprimon por la diadio { oni trovis

Y.0=CxII, V=F 7y & N=rmv,— V7, (26)

Post tio estas kalkulita la diado

F4vim=T=¢ —y'Q (27)
kaj post iom da kalkuloj oni trovas
rl=—FXTXEV, n=Fvc (28)

Post tio estas donitaj pli detalaj esprimoj por 7, kaj por la diado & T
same la detale ellaboritaj eksplicitaj esprimoj por la necesaj partaj nabloj el
(17), sed ne utilas ripeti ilin Ci tie.

Fine la perturbitaj elementoj de la orbito estos

P

I

g/

e S| eF-o)dtc+ €] (@n) ' F-lexTxedt
A " (29)

v+

e ]f(F &)dt & —e§ (c3ors)  (EXTID)-F-{ex Tx & dt

€
&

(Pluaj detaloj en 1959, kun multa] plibonigoj en Popovi¢, 1984.)
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5. Senperaj esprimoj por la perturbataj elementoj

Provinte utiligi la ‘“‘integraligan faktoron®’ por la perturboekvacio (1), mi
trovis, ke gia ““integralo’® povas esti skribita en la formo

aF _d ~ P o
f——»’—f=vo+é§fFa'{ (30)
dt di 0

kondice ke la faktoro (f) kontentigu la “‘konditan ekvacion”’
a fAde)y+ fri=0 30
kaj en la momento #, oni havu

J=1, S =0, F(t)=r, i=v;

Ankaii (30) havas la integraligan faktoron (f°?) kaj sekvas, ke

F=fr+8%, R=R—clgFd, ¥ =7w + el fFdt  (32)

kontentigas la perturboekvacion. Evidente (7>, 7,) ludas la rolon de pertur-
bitaj elementoj, kun la (ankoraii trovendaj) koeficientoj f, g. Ilia graveco
plifortigas per la konvenaj interrilatoj

d'r_.__ g [ d 2= 2 L Ly ol
E-fr,,+gvp, aF/Ndr) = f'F +g" v, + eF
fB'—f'g=1 FXT=C=FXV, =&+ ¢ (Fx F)dt

kaj pluraj aliaj, similaj al la neperturbata movigo.
El la ““integralo”’

— —

VX C—F/r=¢&= ¢ + €,

sen malfacilajoj sekvas

1.
[ —Cf = — U T, + g% + &
&= (T e, ) + B
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Por trovi f, g utilas la procedo jam aplikita por la neperturbata movigo (v.
precipe en 1977).
Unue venas la ¢iam praktika esprimo por la ‘“‘reguliga anomalio’’;

j‘ ndt+eJ
T D y=%Et~asr,,
I +nye, + £yic; (34)
nlzr;’;’ 7}=C.IQTP_, {= _-'E ktp
a

Post tio estas trovitaj kaj plisimpligitaj la esprimoj por f, g, nome:
I—f=y*c,+e(Py+ Pyc, + Payc,) (39)
ng=ny’c;—yc, + e(Qoco + Q1yci + Q2y°cy)

kun la koncernaj, €i tie ne ripetindaj, esprimoj por P-oj kaj Q-oj.

Fine estas trovita, same ne ripetinda, detala esprimo por la integralo J el la
formulo (34).

(Pluaj detaloj en 1976).

6. Perturboekvacioj konvenaj por ¢iuj ekscentrigoj

Kiam oni kalkuladas la perturbojn de la vektora sistemo de elementoj (¢,
e, T), kiujn Milankovic (1955) multege utiligis en sia teorio pri glacia perio-
do de la Tero, la ekvacio por la perturboj de &enhavas | & | en la denomina-
toro, kio katizas malkonvenegon, kiam planedeto movigas en preskai cirkla
orbito. Laii ¢io gisnuna $ajnas, ke nur utiligo de la elementoj (7, ;) povas
forigi €i tiun malkonvenon. La koncernan solvon mi raportis al la Sekcio por
tielmehaniko de la 12-a Asembleo de Internacia Astronomia Unio (1964)
kun posta detala publikigo (1971).

Antai ¢io inversigu la esprimojn (14) por 7, ¥ en la formo

=g r— gv, Vo=—f'F+ fv (36)

kaj apliku rekte la variigon de la konstantoj. Unue estas trovita

o7/t = aFy + BV; —egF (37)
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kie o, 3 estas konvene esprimitaj kiel funkcioj de la diferenco de la ekscentra
anomalio (en la momentoj ¢, to) ¥ = u—u,. Post tio la variigo de ¥, donis

875/8t = yF— avy + efF (38)
La enkonduko de la “‘reguliga anomalio®’ &i tie en la formo
N =ys/a = y*/(1—Y) (39)

kaj la utiligo de la jam menciitaj funkcioj ¢, ¢, ¢, plisimpligas multajn
esprimojn, interalie ankat tiujn por «, 8, v kaj oni havas

A=M:(1+nhe; + EN3¢y), M = n(t—t,), n*=ry’ (40)
Fine estas donitaj konvenaj laborformuloj por integraligo de la ekvacio
(37), (38), por ricevi la perturbitajn elementojn (7, ;)
(Pluraj detaloj en la jam menciita 1971)

7. Plej simpla formo de la perturboj

Se oni ekiras de la matrica formo

B I R (2

kie la matrico A dependas de (7, v, t—1,), oni povas inverse ekiri de la mo-
mento f al la momento £, kaj havi

o F F G
AR e

kaj la elementoj de la matrico B estas la samaj funkcioj kiel en 4 sed de (7, ¥

te—1). Oni trovas ankai la interrilatojn
B=A", F=ig", =—g, Fr=f G'=f
Por tre malgrandaj tempintervaloj, pro
6 =0, 6V = €F (43)
la lineigo de (42) donas

oFy

(44)

‘:l "‘11
M
+
>
N,

S
\-——"\ﬁ"\n—/’
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kaj la suma influo trovigas per kvadraturo, do

7o 7o {—slp o .
[ﬂz:{ﬁxﬂ.j {f}Fdr+S(3BA{L“}i( (5)

Utiligante la formulojn por f, g, f’, g’ (el 1977) en la koncerna senco por
B, oni vidas ke en B oni devas variigi krom £, nur du grandojn

— —3 =" 2 2
B=r" 'Ti=i——iv3, 6 = e(FF), ﬁa—e(vF] =
T . (46)
6k = 0-683+ mbaru/(2a%)
kun tre konvenaj esprimoj por o, 7
—Vpao=1—G’, p/ar=[3(t—O—G):ro+r*F':p (47)
Pro tio la matrico el (45) farigas
6B 6B 6B 2a" 6B
Y Crsoi o e — eEasify F f— —
88 666b+a5+ Hh=e < +g€( 1+ +7 E(F)
6B-A=C-6p+ D-ba+ E-6¢ (48)

kun tuj donotaj eksplicitaj esprimoj por 2 X 2 matricoj C, D, E. La fina for-
mo estas

BA=eF B C+ £2a(7- F)D+e(oFF + 77 F)E (49)
u

Oni facile trovas ?_}—B kaj tiam

OB Fi=g7) . &=
o 0 g T k ; 50
€=—"% #[f —f(f—g}} (30)
Por elementoj D, de la matrico
p=—E 4 (51)
aB

kun utiligo de la konata rilato FG'—F'G =1, el kiu sekvas

OF-G'—F'6G =—
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6F-G'—F'6G=—(F6G’'—G58F") (52)

kio plifaciligas la eltrovadon de la elementoj D{, kun la fina rezulto

ra

D,=—D,,= Ly (I f)+fr (25 —28G'— rF) ﬁrf —nf}+ (f')?

D=—2 (1—fg+L e (ucﬁ’ZF’) L

-—(ﬁrg —ug) g fg (51a)
ua

2

:;;C (_;+zf—% ') e = (f—— )= ;T’;(ﬂf—ﬁff’)

Fine la derivoj lai £ donas elementojn de la matrico

B
E=——.A 53
P (53)
EH:—E;z:ru\'a/ﬂf!(e_f) (53&)

En=roNa/u(f'g+g’0)

Eu=—fv' [—+£ f’(i—1)+ —I;—]—rzf’+ﬁ(1—£)
rooou a Vpa 3
kie
(-):r(i_];f i ﬁf) (54)
Fo a I

Per utiligo de enkondukita ‘‘reguliga anomalio”’ de la esprimoj por f, g,
f’, g', oni facile trovas &iujn necesajn kvantojn en (45). Fakte lati la formu-
loj el 1977, oni devas kalkuli

st=ur,  q=(Fv)/Npre, E=Il—rda, y:_ﬂ‘i")_ (55)
1+ye. + &yic;

6= " G=——, c,= ., x=wr/a  (56)

kun la uzo de la signo x, por ne miksi tiean ¢ kun ¢ el F, G. Kaj post tio
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kun la uzo de la signo x, por ne miksi tiean £ kun £ el F, G, kaj post tio
f=1—y*c;, sg=yc, +ny*c.=s(t—1t,)—yc; (57)
S =(r/n)syc,, & =I1—(r/r)y’c (58)
kie
r=ro(l + nyc, + £yic:) (59)

Tiam enkondukota en (5) ebligas la integraligon. Pro
¢tF = (% CF)Fe + (CRF)W +(CF)&
oni havas la komponantojn en la direktoj 73, Vs, &

(Pluaj detaloj en Popovic¢ 1981, 1984.)

8. Perturboj de rektangulaj koordinatoj

Anstatail uzi iajn ajn elementojn de orbito, eblas ser¢i rekte perturbojn de
planedet-(komet)-koordinatoj, t.e. perturbojn de la pozicivektoro mem. Kiel
same nova alirformo al la problemo, i iusence apartenas al la antaiiaj ¢api-
troj kaj mi pritraktu ankai gin.

La neperturbitan vektoron signu per 7/ kaj la perturbitan per /", kun

Fr=rFr+er, F=f +e0() (60)
Tiam (v. 1961) perturbojn de la unua rango donas
A% /(d)? + pr % — 3ur(F ) =f (61)

La unua integralo estas

& dF . = o= oo
X - Bamd X =0, G—Erq{rxf)dr (62)

Se oni diskomponas

dF
=t anE XF) + e, & =X ;r (63)

la unua integralo facile donas
t=—cF-G, ¢ = —c-*-‘%-é' (64)
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£ +rm = c¥&-G) (65)

Skalara multipliko de (65) per 7/, kun apliko de (63), donas
LIl (A T S e S
dt 2 n pritrt3urtt=rf (66)

Aliflanke gia skalara multipliko per 7 = e, donas novan integralon

dt
o . Lomr s
Vg twir-x)=F, F=]| f.dr (67)
ati, pro (63)
E(F-v)+ &mi+y E+ur't=F (67a)

Post elimino de n’ el (66) kaj (67) venas la ekvacio facile transformebla al
la formo

(P9 + (=0, o=2F+F-f =2 f.-dF +f -F (68)
Eleganta solvo de (68) multe plisimpligis la solvon donitan en 1971, Nome,
sciante ke /" = — wrf, ¢” = — u’g, sercu la solvon per la metodo de va-

riado de konstantoj, do en la formo
re=Cf+Geg (69)

Per tiu vojo oni venas al la solvo

PE=—f| godt + g | fodt (70)

Post tio sekvas el (65) per simpla kvadraturo

n={ (en?(@G)dt—2§ r(*ps (71)

Per Ci tio estas plene trovitaj la perturboj de la unua ordo. Se oni konas la
solvon 7~* de la movigekvacio, kun la proksimumigo de la grado k, la anali-
zo, donita detale en Popovié 1971, 1984, montras, ke la perturboj de unu

plia rango (k + 7) estas troveblaj el la ekvacio, laiiforme identa kun (61), no-
me

X NAL + pr T — 3urs (F-T) F = fom (72)
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Fr=F* + &M%, fan = ( F;F*) e=0 (73)
Se, en (72), ni notas ¥ ,., anstatali ¥, kaj ni aplikas la diskomponon

Pt =Chat E M (EXFI+E,, © (74)

la kompletan solvon de (72) oni havas en la formo (70), (71), (64), t.e
Poe = —f |, gandl +g §| fowdr (75)
By =, (i (F-EH,)dr—ﬂ: F (P ) di (76)
(oo = — ' G (77)

¢e kio

Gun = I (% wi)dt, Gn =2 ! Fasit 25w (78)

La perturboforto povas esti ajndevena, pro kio la proponita solvo konve-
nas por &iuspeca forto, sub la sola kondico, ke oni povas seriigi gin lai gra-
doj de malgranda kvanto e. EE se ¢ ne estas tre malgranda, la procedo tiom
simplas, ke utilas ripeti gin plurfoje — gis atingo de la dezirata precizeco.

Ankaii & tie oni povas eviti nerealajn kvantojn (en okazo de hiperbola or-
bito), per enkonduko de la “‘reguliga anomalio’’, laii la formuloj (72)-(78) el
Popovic 1984.

(Pluaj detaloj en Popovic 1971, 1984)

9. Perturbata movigo prezentita en formo de diferenciala
ekvacio kun konstantaj koeficientoj

Uzante la psetidotempon, t.e la diferencialan aliformigon
dt = dr+ ria/u (79)

mi sukcesis redukti la ekvacion por la perturbata movigo al diferenciala ek-
vacio kun konstantaj koeficientoj kaj mi opinias ke ankai tiu solvo povas
esti konsista parto de &i tiu verko.

La ekvacio por perturbata movigo transformigas kiel

=|=

&F /(d7) + 7~ = —a& + €F, ,F, = [F— (7 - F)v‘} ra/p (80)



64

Kvankam dekstraflanke trovigas neneglektebla sumato —aé”, oni povas
(atente) apliki la metodon de variigo de la konstantoj, do seréi la solvon en la

formo

= — = dr~ — —
~ = A cost + B sinr, e —A sint + B cost (81)

kun la kondicoj

COST + sint = (T
d d
sint + cos 65 & + F,
— T = —a?é
dr dr '

El dA /dr, dB /dr oni trovas 4, B, kaj por (81) la formon

= A cost + By sint —a& +aé&; cost+ [cosT [D cost d(aé™)

. T .- _— . T —_ T =
+ sint ]o sint d(a€”)] + e[sin7 § cos T F\ dr — cost | sint F, dr],
o

d? - o rem A T {82}
? = —A, sint+ B, cosT—aé&; sint + [cosT ]0 sintd(aé’ ) —
:
sint ]; cost dfaé”))—e [sint | sin F . dr + cost §, cost F, d7]
A =, B=w%+F Ja/c
Restas ankorati trovi 7 depende de . El
redr=~aeé—(r—a) - Jyu/a dt (83)

kun utiligo de la antaiia koncerna sperto, seréu r en la formo

r—a = a(A + Bsint + Ccos7)

Oni trovas

A=0, aC=rn—a, aB = [@é—(n—a)’]'"?
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kaj la solvon de (83) en la formo

% r + B(I—cost)—C(r—sinT) = Ir ndt + ennnJ
pad=nt,  eJ= ﬁ [(I—cos7) dB+ sintdC)
0

kio kun helpo de la “‘reguliga anomalio™
y=rVa/p
farigas

y(I +nya + ;‘y’c,):-!:—nju ndt + eJ

kun la donitaj esprimoj por 7, {.
(Aliaj detaloj en 1976).

Menciigu fine, ke ankaii &i tie y estas reala same por hiperbolaj kiel por
elipsaj orbitoj, ¢ar kiam a< 0 tiam ankaii pselidotempo estas pure nereala.
Do &i tiu metodo, same kiel &iuj antaiiaj — uzantaj la reguligan anomalion
— estas aplikeblaj ne nur por planedetoj, sed ankail por kometoj kun hiper-
bolaj orbitoj.
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Poremedaji vektorskih heliocentricnih elemenata putanja
malih planeta i kometa

Dati su razni oblici jednacina poremecaja za najprirodnije elemente kretanja male planete (ili
komete): helioceniricni poloZaj planete (i ) | njena heliocentri¢na brzina (v ) u datom mo-
mentu (). Polazna jednacina za poremeceno kretanje je (1), sa sitom poremecaja eF, koja ne
mora da je priviaéna snaga drugih tela, ve¢ moZe biti proizvoljnog porekla — bitno je samo da
Je e vrlo mala velicina. Detaljnije je sve obradjeno u monografiji (Popovic 1984).

1. Varijacija Lagraniovih koeficijenata. Sa (4) se ne samo uvodi dodatni Lagranioy koefici-
Jent h, vec se daje mogucnost da se nadju poremecaji koeficijenata f, g, usled sile F . Naime
skalarmno mnoZenje (2) sa Co , Fy, Fuy Uz malu promenu oblika, daje (5), a (3) daje (6). Uno-
Senfem f°, g’ u prvu jednacinu (15) nakon eksplicitnog refavanja po g, dobija se (7). Uvodjenje
pak nove promenijive ¢ pomocu (6), omogucuje da se izrazi sa f,g,, transformifu na oblik (9)
kao kod neporemecenog kretanja. Za promenlijivu ¢, odn. za novu promenljivu (10) y (“reguli-
Suda anomalija’) dobijaju se konaéno izrazi (11), uz oznake (12), (13).

2. Metoda varijacije konstanti. U ovom delu rada su izhegnuti indeksi “‘0”’, time $to su ele-
menti putanje oznadéeni sa (F, V"), a u frenutku t imamo (14). Varijacija konstanti se postiZe sa
(15), detaljnije (16) — koristeci diade (17). Formalno refenje ima oblik (18), ali da bismo ove
diade izrazili eksplicitno,d ata su razlaganja (20), (21), na pravac ¢ i normalno na njega. Naj-
pre se dobija da su (22) komponente u pravcu &, a da za “‘komponente u ravni’’ ostaju jednaéi-
ne (23) sa formalnim refenjem (24). Uz pomod oznaka (25), koristedi osnove racuna sa diagdama
fkoje su vrlo saieto iznete u Popovic 1984), nadjeni su izrazi (26) i (28). Sami elementi se nalaze
integracijom, kao (29).

3. Neposredni izradi za poremecene elemente. Pokusaj primene integracionog mnozitelja (f)
na jednacinu (1), doveo je najpre do (30), uz usiov (31). Medjutim (30) takodje ima integracioni
mnoiitelj (', pa se dobije (32), a zatim sledi postupak ve¢ primenjivan kod neporemecenog
kretanja (napr. Popovic 1977). Tako se dobije prvo “‘regulifuca anomalija’ (34), a zatim (35)
za same koeficijente (a u Popovic¢ 1976a takodje detaljni izrazi za integral J).

4. Jednaéine poremecaja pogodne za sve ekscentricitete. Vektorski elementi putanje koji sa-
drie i perihelni vektor € , napr. Milankovicev sistem (¢, & , T), nisu nimalo podesni za skoro
kruine putanje, jer ser uvek javlja mala velicina & w imenicu. I tu pomaze upotreba (¥, Vs u
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svojstvu vektorskih elemenata putanje. Najpre se inversijom izraza (14) nadje (36), i neposred-
no primeni varijacija **konstanti”’. Time se nalaze (37) i (38}, pri emu su o, p, v izraieni zavi-
sno od razlike ekscentrifiich anomalija (V= u—u, ). Dalje uproscenje se postiie uvodjenjem
“regulisuce anomalije”’, ovde u obliku (39) za koju se nalazi izraz (40) , a za «, B, v Thatno
uproséni izrazi (Popovic 1971).

5. Najprostiji oblik poremecaja. Kad se koristi matricni oblik (41), pri cemu A zavisi od (f; ,
W, t-t,), moie se putanjom poci u suprotnom smeru — od trenutka t ka trenutku t,, pa imati
(42), pri cemu su elementi matrice B iste funkcije kaou A, Aliod (T, V", t-1). Varijacije (43) za
male vrednosti intervala i linearizacija (42) daju (44), a zatim se ukupno dejstvo dobija kvadra-
turom (45). Kad se upotrebe poznati izrazi za f, g, ', &', (napr. Popovic 1977), vidi se da se kod
B javijaju sam o varijacije (46), $to daje (48) i (49). Tada jednostavno diferenciranje i mnoZenje
matrica daju matricu C, a za elemente matrice (51) dobiju se izrazi (51a), Na isti naéin, po pro-
menljivoj & dobidemo elemente matrice (53). Koriscenjem uvedene regulifuce anomalije, lako
se dobiju sve potrebne velicine iz (45). Pri tome efektivnom racunu podleiu velicine (55) do (59).

6. Popemecaji u pravouglim koordinatama. Vez p izmedju neporemedenih i poremecenih
vektora iskazimo u obliku (60), pa ce poremecaji prvog reda biti (61). Prvi integral ima oblik
(62), a razlaganje (63) daje skalarne izraze (64), (63). Kad potom pomnoZimo (61) skalarno sa
7, pa sa v, dolazimo do (66) i (67), odn. (67a). Eliminacijom n iz ovih dveju jednacina dolazi
se do (68). Elegantno refenje ove jednaline je potraieno preko oblika (69) i konacno nadjeno
(70). Tada se n nalazi kvadaraturom (71).

Kad se Fele poremecaji viseg reda, polazi se od poznatih poremecaja reda k, pa je nadjeno
{Popovic 1984) da tada mora biti (72}, (73). Ako u (72) stavimo X;,, umesto X, pa primenimo
razlaganje (74), dolazimo — istim putem kao kod poremecaja prvog reda — do resenja (75),
(76), (77}, uz oznake (78).

7. Poremeceno kretanje u obliku direncijalne jednacine sa stelnim koeficijentima. Koristeci
pseudovreme T, transformacijom (79), jednacina (1) se transformise u (72). PotraZimo, varijaci-
jom konstanti, resenje u oblku (80), uz poznate uslovne jednacine. Dolazi se do (82). Jo§ nadi
sam okako 7 ravisi od 1. Radi toga podjimo od (83), pri Cemu (iz ranijeg iskustva) koristimo
oblik (84). Dolazi se do (85), (86), a “‘regulisuca anomalija” posiaje (87) — sa detaljima u Po-
povic 1976, 1984.





