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Frandaj eroj
por gimnazianoj

Jon Hafsteinn JONSSON

1. Pruvo de la Pitagora kaj gia inversa teoremoj

Sur la latero ¢ (=AB) de AABC ni elektu du punktojn D kaj F tiel,
ke:

ZACD = /B kaj
ZBCE = Z4, do
ZADC = ZBEC = /C kaj
AABC ~ AACD ~ ACBE

: AB BC AC
De tio sekvas: B oo A Loin 18
AC CD 4D

4B _BC_AC

CB BE CE

AC_CD_AD

CB BE CE
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Krom la kutimajn simbolojn pri la unuopaj eroj en AABC, ni uzu
m, n Kaj p por AD, BE kaj CE.

Atentu, ke en AEDC validas ZE = ZD,

Do CD = CE = p. La suprajn ekvaciojn ni nun skribu per pli
mallongaj simboloj por plifaciligi la celatan kalkulon:

a b

_a_b a b é
a

c
=—=_ Sl
p m a

(= ol o

El tiuj ekvacioj haveblas, b* =m-c, a’=n-c kaj p*=m-n,
kio donas

(1) a’+b’ =(n+m)-c.

De la supra figuro evidentas: £C=90° < m+n=c.

Tial validas
) ZC=90°® a® +b* =2,

Cetere evidentas m-a’+n-b*>= z.pl c,
el kio ni konkludas

2 2
2 m-a +n-b

3
() 5

2. La teoremo de Herono
a+b+c
. .

Se s estas duono de la perimetro de AABC. nome s =

tiam gia areo estas

T:\/s-(s—a)-(.s*—b)-(s—c)‘

Kvankam Herono vivis en la unua jarcento post Kristo, tiu teoremo
certe estas pli malnova kaj jam konata de Ariimedo (287-212 a.K.).

La sekva figuro apartenas al la gimnazia matematiko. El gi legeblas
Jenaj formuloj pri la surfiguraj distancoj kaj la arealo de AABC [T],
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AG=AH =BL=BK=s
AC,=AB,=CE=CK=s5-a
CA=CB=AE=BD=BG=s-c
[G=2s-c=a+b,

\‘-
Nl e

L S B G
T=rs=ro(s—a)=ry(s=b)=rc(s—c).

Cetere tiu figuro liveras la sekvan pruvon de la teoremo de Herono.
El T = r-s = r,(s — a) ni konkludas T = r-s-7,+(s — a) kaj el AL,BG =
ABIC, sekvas BG _ 1,G  kion ni skribu tiel 5=¢ _ _#

IC, BC, ros—b
Tial validas: rr, = (s — b)-(s — ¢) kaj sekve
T =s-(s—a)-(s=b)-(s—c).

Jen la teoremo de Heron estas pruvita.

3. La teoremo de Stewart

Ni elektu arbitran punkton D sur la latero ¢ en AABC, kaj metu
m=AD, n=BD Kkaj
p=CD.

Tiam validas

, md+nF
P =———-1nm
a C

Pruvo:
En AABC, la alto de C
estu
h = CH kaj x = HD.

B (vd. la apudan figuron).

n=DB Do

AH=m-xkajBH=n+x
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Lau la teoremo de Pitagoro (570-480 a.K.) validas la sekvaj ekva-
cioj:
(4)  hl+x’=p?
(5) a*=h*+n+x)y?

(6) b*=h>+(m-x)

El (5) kaj (6) ni konkludas, per helpo de (4):

(5A) @=p'—x*+n+x + 2nx =p*+nt+2nx
kaj

(6A) b* =p2 X+ m X - 2mx =p2 +m = 2-mx
el kio sekvas:

(5B) ma = m-p2 +mnt + 2 mnx
kaj

(6B) nb’=np’ +nm’ - 2-mnx
Adicio de (5B) kaj (6B) donas:
(7) m-a +n-b* = (m + nyp’ + (m+n) -mn,
kio [€ar m + n = ¢] garantias la rezultan ekvacion:

2 2
®) e AL A—
c

La teoremo de M. Stewart estis esprimita je la unua fojo en 1746.
Gia unua pruvo tamen devenas de R. Simson en 1751. Tiu belega teo-
remo ebligas al ni krei formulojn por diversaj strekoj inter C kaj ¢
[ekz. m. kaj v¢]. Ariimedo verSajne konis (8) aii iun egalvaloran
teoremon.

Nun ni utiligu (8) por pruvi du famajn asertojn de Arhimedo.

4. Du asertoj de ArHimedo

Aserto 1

Sur linio | situas tri punktoj A, B kaj C, kie B estas inter A kaj C.
Ni desegnu tri duoncirklojn kun la diametroj AB, BC kaj AC ¢iujn
samflanke de . Iliaj centroj estu Oy, O, kaj O, iliaj radiusoj estas r;,
r; kaj tial 7 + 1. Nia tasko koncernas la cirklon kiu tuas la tri duon-
cirklojn: unu interne kaj la du aliajn de ekstere.

La aserto estas, ke la distanco de | al la centro [Os] de tiu jus
menciita cirklo egalas al gia diametro.
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Evidentas ke AB =2.r;, BC=21, AC=2:(r +r) kaj 0,0, =1, +
. Estu r la radiuso de tiu priparolata cirklo kaj 2 = DO; la distanco
de 1 al Os. La lateroj de AO;0,0; estas: r, +r,, 1 +rkajr +r, gla
duonperimetro do estas s =ry + o+ r. Laareo de AO,0,0; estas
T=L1-h-(r,+r). Lai lateoremo de Herono &i egalas al

\f(r] +r,+7)-1-F-r. Sekve validas:

P 2\/(1‘,+rz+1‘)-1‘1-rz-r
- n+r

Ni atentu, ke O,0 = r, kaj 0,0 =ry. Per p ni indiku O;0.

n(n+r) +nn+r)

n+r,

Lat teoremo de Stewart validas: p* =

kio donas:

2 2

notTn 2
p-r’=2r—=+(r,-n)
h+h

kaj farigas al

L }.:"_
e (el
rir

(p+r)p=r)=2-r:
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El p+r=»+r, sekvas p—r =1 +r, —2-r. Tio kondukas al

},2 .r3 ( )3
" " " - 2 T 5=
n+n=2-r=2.r —S2—-422 1

(n+r)  n+y

kio sekvigas:

3 2
2-r(]+(}‘2 *h ]:(},2_1_},[)_(’:_’1)

r +’])2

4-.*'[?‘{ +rn +n = 4rr,
(rn,+n) r+n

La rezulto de tio estos:

kaj:

_ nn(r+1n)

2 2
s + ny + "

Kaj kroma rezulto:

rr(n +r, rr =)
f‘2+r]+r:r2+r|+—-—-——2‘*(* ])z=(rz+q) l+—=—— = ‘(r]+r:) -
r, +hy A+ A S ntnh+n
Se ni metas tiujn du rezultojn en la formulon
}?_2\/(r,+rz+r)-q-r3-r
n+n
ni ricevas
33 :
2\/ (h+n) PR na(n + 1)
b LParo, L2001 T2 2 -2 DR P
h=_1" thhth hthhtn = nh(n +1)
] 2
h+rn n+nht+n

Tiel la iom surpriziga aserto, ke /s = 2-r, estas pruvita.

Aserto 2

.Sur linio I situas tri punktoj A, B kaj C, kie B estas inter A kaj C.
Ni desegnu tri duoncirklojn kun la diametroj AB. BC kaj AC, Ciujn
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samflanke de 1. Tliaj centroj estu O,, O, kaj O, iliaj radiusoj r1, r; kaj
tial 7, + 7. Nidesegnu linion 1; tra B perpendiklan al 1 kaj du cirk-
lojn kiuj havu la centrojn Os, kaj O, la radiusojn ¢ kaj p, disflanke
tudu 1; kaj tudu po du el la tri menciitaj duoncirkloj [unu interne kaj la
alian de ekstere].

La aserto estas, ke egalas la radiusoj de tiuj du cirkloj
[nome ke g = p].

Supozu, ke ry <7y, kaj ni pruvos, ke p =gq. [Se r; = r, evidentas ke
=4l

Komence ni menciu jenajn gravajn, evidentajn faktojn: AB =2-r,
BC =21y, AC=2:(r; +13), 010,=r+r;, 00;=ri,kaj O0;=r.
Per m kaj m; indiku la distancojn, BOs. kaj BO,. La perpendikloj
de O, kaj Oy al | estu O;H kaj O4H; kun la longoj / kaj h;. Cetere ni
menciu la longojn de jenaj strekoj en la supra figuro. Evidentas ke
HO, = r, — q kaj 0,05 = r, + ¢. el kio sekvas
B +q9) -( -q)Y =4-qr,.
Cetere validas m° =¢q° +4-q-r,.
Per y kaj k ni indiku la distancojn BO kaj OO;. Ni rimarku, ke
yv=r-r,kaj k=r +r.—gq.

La teoremo de Stewart aplikata al ABO,O; donas:



o im ety (n+q)?

. oy
g

kion ni skribas

ne(n+rn—-q) -n -q-(q+4-r3)=(r3—rl_)-({r: +(;’):—?]‘.”:]

Tiun ekvacion ni ordigos lati la formo A-q” + B:q=C Kkaj ricevos

0-q" =4:(r+1)-q=—4-5-1,

3 e
El tio rezultas g=—"-

El la simetrio en tiu rezulta formulo (inter kaj ) ni ne konkludu,
ke sama esprimo validas por p. ¢ar la supozo, ke r, < r-. ludis ioman
rolon en utiligo de la funda figuro. Ni tial analoge seréu formulon por
p kaj tiucele direktu nian rigardon al AO,00..

Ni atentas, ke h,° = 4-p-ry. m’ =p2 +t4prikajky=r +r,—p.

El la teoremo de Stewart ni konkludas, ke:

K2 4y 2
mIE:’Ikl }r("'l*’.”) —ry

kio simile al ¢i-supre donas

pz-(r2 =Rl —r,))+p-(4-r2-r] +2:1-(n+K)=2-1-(,—1))
i+ (( +17) = 1))

kaj: O-pZ'Jr4-(r]+r2')-1{)=4‘:']-r2 p=—r'~'i

K+

Tiel finigas la pruvo.
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La Platonaj korpoj
(kaj kial povas esti nur kvin)

Stevens T. NORVELL jr.

Kio estas “Platona korpo®, kaj kial tiuj tridimensiaj solidoj povas
ekzisti en nur kvin formoj? En Fig.1 oni vidas ¢iujn kvin. Ili estas la
kvaredro at trilatera piramido (A), la sesedro ati kubo (B), la okedro
(C). la dekduedro (C) kaj la dudekedro (D).

Ciu Platona korpo estas tute simetria lail pluraj kriterioj: ¢iu faco
(= edro) estas regula plurlatero, kaj ¢iu vertico estas simetria. En la
sama korpo &iu faco kongruas kun ¢&iu alia faco, kaj ¢iu vertico kon-
oruas kun Ciu alia vertico. En la sama korpo ankal Ciu ego estas
samlonga, kaj estas identaj anguloj inter la du plurlateroj kiuj kunigas
e ego. Kiel la epiteto implicas, la Platonaj korpoj estis konataj al la
antikvaj grekoj (helenoj), kvankam Platono mem ne multe kontribuis
al la kompreno de tiuj figuroj. La pitagoranoj unue studis ilin. La
antikvaj matematikistoj mistike imagis, ke perfektaj geometriaj
figuroj montras la formon de atomoj de la kvar elementoj: la kvar-
edro' de fajro, la kubo de tero (laii ili, la plej stabila), la okedro de
aero kaj la dudekedro de akvo. La dekduedro, kiun ili eltrovis
laste, estis lat ilia supozo la formo de la kosmo.

E¢ la renoma matematikisto Johannes Kepler (1571-1630), kiu
malkovris la legojn de la planedaj orbitoj, opiniis, ke devas esti rilato
inter ¢iu planedo kaj unu el la Platonaj korpoj. En Esperanto la nomo
de la figuro indikas la nombron de la simetriaj edroj de ¢iu Platona
korpo. La formo de la faco povas esti trilatera, kvadrata at kvinlatera.
Ce kvaredro, okedro kaj dudekedro la facoj estas regulaj trilateroj (=
trianguloj). Tamen, Ci tiuj korpoj malsamas unu de la aliaj, ne nur pro
la nombro de facoj, sed ankati pro la nombro de trilateroj ¢e Ciu ver-

1 e “a - .
Modemnaj hemiistoj informas nin, ke atomo de karbono havas formon de kvaredro.





