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Pri la simileco de la ortangulaj trilateroj
Jan GOROWSKI & Adam LOMNICKI

Konata e¢ de mezlernejanoj estas jena teoremo: la areoj de du
similaj plurlateroj estas inter si kiel la kvadrato de iliaj res-
pondaj lateroj
kaj ankali la teoremo pli generala: se la geometria figuro F havas
areon kaj estas simila al la geometria figuro F’ kun la rilato k
(k>0), tiam la figuro F” havas areon kaj tiu areo estas produto
de Kk’ kaj la areo de la figuro F.

Evidente la premiso, ke la figuroj F kaj F’ havas areojn M kaj
M’ (konvene) kaj M” = K’M ( kie k >0 ) ne implicas, ke la figuroj
F kaj F’ estas similaj.

Ekestas do problemo, kion aldoni al la menciita premiso M’
KM por ricevi la similecon de la figuroj F kaj F’. En &i tiu artlkolo
ni okupigos pri tiu problemo en la kazo, kiam F kaj F’ estas ort-
angulaj trilateroj.
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Desegno 1
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En la tuta teksto estu validaj la premisoj kaj simboloj notitaj sur
la desegno 1, tio estas: la trianguloj ABC kaj A'B’C’ estu ortangu-
laj, la anguloj Ce la verticoj C kaj C’ estu ortaj,
|AB| =c, |[A'B’|=c’, =b14'C’|=b’,|BC| =4, |B'C’|=a"
La simbolo §,,, signifu la areon de la triangulo XYZ.

Teoremo 1

Ni akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, plue ni fiksu la
nombron £ >0 tian, ke S, =k>S ;. kaj ¢'=kc.

Tiam la trilatero 4 'B’C’ estas simila al la trilatero ABC kun la
rilato .
Pruvo:

Evidente a* +b° =¢” (Car la trilatero ABC estas ortangula).

Sekve:

ka® + k0’ =k,
(ka)® +(kb)” = (ke)’,
(ka + kb)* =2k*ab=c",
(ka +kb)* —2k*ab=(a'+b")> -2a'b",
(ka +kb)® =(a'+b'), ¢ar S, 50 = R

ka+kb=a'+b'".
a'+b'=ka+kb
Solvante la ekvaciaron
a'b'= kakb
: . a'=ka a'=kb
kun la nekonatoj a’, b’ ni ricevas u g
b'=kb b'=ka

Tio signifas, ke la trilatero 4 'B’C" estas simila al la trilatero
ABC kun la rilato .

Teoremo 2

N1 akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, plue ni fiksu & >0
tian, ke S, = le‘wC kaj k(a+b)=a'+b'. Tiam la triangulo
A’B’C’ estas simila al la triangulo ABC kun la rilato k.



172 Scienca Revuo 3/2011

Pruvo:

La akceptitaj premisoj implicas:

(k(a+b))* = (a'+b'),
k*(a* +b*)+2k*ab=a"+b"+2a'b",
K (a*+b*)=a”+b", éar 2k’ab=2a'b",
(kc)* =c®,
Ke=r,

Ni ricevis la premison ¢'= kc de la teoremo 1, do, laii tiu

teoremo, la tezon de la teoremo 2.

Teoremo 3

Ni akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, plue ni fiksu k& >0
tian, ke S, =k’S ;- kaj k(a+b+c)=a'+b'+c'. Tiam la
triangulo A'B’C’ estas simila al la triangulo ABC kun la rilato £.

Pruvo:
Evidente (a+b)’ —c’> =2ab kaj (a'+b")Y’ —c” =2a'b"
(Car la trilateroj ABC kaj A 'B’C’ estas ortangulaj).
De tio: (ka +kb)* —(kc)* =2k*ab kaj (a'+b")Y —c” =2a'b’,
(ka+kb)* —(kc)* = (a'+b")? —c" (éar 2k*ab=2a'b"),
(ka+kb+ke)ka+kb—kec)=(a'+b'+c")a'+b'-c"),
ka+kb+kc=a'+b'+c'.

a+b'+c'=ka+kb+ke
atb'-c'=ka+kb-kc

ni ricevas ¢ '=kc.

El la ekvaciaro {

Tio, surbare de la teoremo 1, implicas la tezon de la teoremo 3.

Teoremo 4
Ni akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, plue ni fiksu

k >0 tian, ke S,,.=k’S . kaj r'=kr (kie r,r’ signifas la
longojn de la radiusoj de la cirkloj enskribitaj — konvene — en la

Scienca Revuo 3/2011 173

trilateroj ABC kaj A 'B’C’). Tiam la triangulo 4 'B’C’ estas simila
al la triangulo ABC kun la rilato k.
Pruvo:
: +b+ _ +b'+c'
Evidente: S ;- =F—9£-r kaj S, pc =ETC+-
a'+b‘+c‘_kr iy a+b+c_

1

{ 20

De tio r, a+b'+c'=k(a+b+c).

Ni ricevis la premison k(a+b+c)=a'+b'+c' de la teoremo 3,
do, lall tiu teoremo, la tezon de la teoremo 4.

Teoremo 5

Ni akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, kaj b > a,
b'2a', plue ni fiksu k>0 tian, ke S, =k°S ;- Kaj
|A’P’|=k|AP|, kie A'P’ kaj AP estas medianoj en la trilateroj —
konvene — 4'B’C’ kaj ABC. Tiam la triangulo 4 'B’C" estas simila
al la triangulo ABC kun la rilato £.

Pruvo:

Ciu mediano de la triangulo dividas gin je du trianguloj, havan-
taj egalajn areojn.

Sekve S cp = kESACP. Tio kaj la premiso |4 'P’|=k|AP)|, sur-

baze de la teoremo 1, implicas, ke la triangulo 4 'C’P’ estas simila
al la triangulo ACP kun la rilato £.

b'=kb Sy
De tio a' a at 2 .
2757 o=kl
2
2
La kazo 2 a ne estas ebla, pro la premisoj b>a, b'>a'.

b=k 2
7
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Sekve b'=kb kaj a'=ka, la triangulo A'B’C’ estas do simila al la
triangulo ABC kun la rilato £.

Rimarko: la premisoj b>a kaj b'>a' de la teoremo 5 estas
validaj. Kiam ekz. b=4, a=6, b’=3k, a’=8k (por iu fiksita k >0),
evidente S, =k>S,,. kaj |4 'P’|=k|AP|, sed la trilatero 4 'B'C’
ne similas al la trilatero ABC.

Teoremo 6

Ni akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, plue ni fiksu & >0
tian, ke S, =k*S - kaj |C'P’|=k|CP|, kie C’P’ kaj CP estas
medianoj en la trilateroj — konvene — A'B'C’ kaj ABC. Tiam la
triangulo A 'B’C’ estas simila al la triangulo 4BC kun la rilato .

Pruvo:
Pro tio, ke ‘C'P"z—% kaj ’CP‘=§— ni ricevas ¢'=kc kaj —

surbaze de la teoremol — la tezon de la teoremo 6.

Teoremo 7

Ni akceptu la premisojn, kiel sur la desegno 1, plue ni fiksu k >0
tian, ke S, =k’S ;. kaj |C’D’|=k|CD), kie CD kaj C’D’ estas
dusekcantoj en la trilateroj ABC kaj A’B’C’, D apartenas al AB, D’
— apartenas al 4B . Tiam la triangulo 4B ’C’ estas simila al la tri-
angulo ABC kun la rilato k.
Pruvo:

Por simpligi la legadon de la pruvo ni akceptu jenajn simbolojn:
81=Supcs S, =Spacs 8= S 4pcs Sy = Sppc> d=|CD],
d'sC'D'|.

1
Evidente S,:8,=b:a kaj § +8, =-£ab.

1 2
Sekve S[:é‘sj, S, E-f-l]:}-a'b, Sj =—: R ;
a = \a ) 2 a+b
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Pro tio, ke S, :% dasin45° ni ricevas

2 2
12 12 V2, ab 2., Fab

2 2 2a+b’ 2 a+b 2 k(a+h)

\5 a'b'

Analoge —d'= :
s a+b'

Sed lati premiso d’ = kd, do sekve

LT I VR B
k(a+b) a'+bd'

(Car la premiso S,.,... =k’S . implicas a'b'= k’ab).

Sufi¢as nun rimarki, ke ni ricevis la premisojn de la teoremo 2
tio implicas la tezon de la teoremo 7.

Fine ni notu, ke la teoremoj inversaj al la teoremoj 1 &is 7 estas
evidente veraj. Tial oni povas konkludi, ke ni ricevis sep novajn
karakterizajn ecojn (formulojn) de la simileco de la ortangulaj
trilateroj.

Por k = I tiuj teoremoj transformigos al la teoremoj pri la egal-
eco de la ortangulaj trilateroj, ekzemple la teoremo 3 “donas” je-
nan formulon: la ortangulaj trilateroj egalas se kaj nur se iliaj
areoj estas egalaj kaj samtempe iliaj perimetroj estas egalaj.
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