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BENERALSE PRI TERSIOTENSDR 0

(V1. Némec, ZILINA, tehoslovakio)

Per tiu &i problemo okupifis jam multaj autoroj en diver=-
saj publikajoj traktataj &u speciale pri tensoroj [1], [21. 041
[8], [9]: &u pri elaste~- : 2
co [B], (7}, [10],-[16],
plastikeco [5], [6],
[r2], f13), [14). Bu-pri
fizikaj ecoj de lakrista-
loi Fills

Ciuj menciitaj al-
toroj la problemon sol-
vas en ortaj koordinatoj
skribante la ekvaciojn
de ekvilibro por elemen=
ta kvaredro, elprenita
en koncorna punkto de do=
nita korpo, kies tri edroj estas paralelaj kun ebenoj difinitaj
per aksoj delaorta koordinatsistemo )h%’. 1/
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o W
En tiu €i kontribuajo ni penos alpa8i al la problemo pli ge=-
nerales
Ni havu korpon T de ajna

A

LY

formo kaj dimensioj, sur kies
surfaco efikas ajna kontinua

8ardo /Rim.:Tiel nomata nekon-
tinua 8ardo kaj sole efikantaj ———1k‘
fortoj estas en sia esenco ko-

ntinua Sargo malkomplikita por Y,
simpligi la solvadon de la pro=-

blemo/s En ajnan punkton O

/bil.2/ ni enmetu komencon de

ajna oblikva koordinatsistemo

/Ry Ko x3/donita per tri unuo-
vektoroj éi, kiuj ne estas komplanaraj:

§1.(8, x 85) # O
Situo de ajna punkto sur la surfaco de la korpo T estos di=

finita per situovektoro F. En €iu ajna punkto de la surfaco ni
povas difini elementan forton dPF, efikantan sur elementa surfa-
co dS.

Tion ni povas esprimi per rilato:
dP = p ds , (1)

kie p estas vektoro de forto rilatanta al unuo de la surfaco.
La vektoro de la elementa forto dP estas funkcio kiel de situo-
vektoro ¥, tiel de orientido de la elementa surfaco dS, kiu es-
tas difinita per normalovektoro dn:

dP = dP (dh, F) . (2)

La vektoron dP ni povas en difinita neorta koordinatsiste-
mo esprimi per duspecaj komponantoj:



€3

kie dpJ estas kontravariantaj komponantoj de la vektoro dP [2],
al:
=1

dP = oF ", (4)

kie dPi estas kovariantaj komponantoj de la vektoro de la ele=~
menta forto dP. Vektoroj 8% kreas konjugitan bazon al la bazo

donita per vektoroj éj:

| kie indicoj j,i.k estas cikla permutacio e numaroy 15 2,3 el
V estas volumeno:

V = El'(ez X 53) ®

Kiel ni jam konstatis, la elementa forto dP estas funicio
de la normalovektoro df, kiu karakterizas elementan surfacon ¢o
kaj de la situovektoro F. Tial ankal komponantoj de la vektoro
de la elementa forto dP estos funkcioj de la vektoro] dnclkag T

apd = dpI(dd,F) ,

(5)

"

respektive dPi

dPi(dﬁ,F) .
Pri la rilatoj (5) ni scias:

a/ Rezulta grando devas esti skalaro.

b/ Por dii = O ankal dF = 0.

e/ de, respektive dPi estas grandoj senlime malgrandaj de la
unua rango kaj tial 8iu termo de la funkcio sur la dekstra
flanko de la rilato (5) devas esti grando senlime malgranda
ankal de unua rangoe

Surbaze de la menciita ni povas la rilatojn (8) transskri-

bi en 1a sekvontajn formojn:

Sumsignoj por indicoj, kiuj $an@ifas sinsekve de 1 Gis 3 es=-
tas ellasitaj. Temas pri esprimoj, en kiuj koncernaj indico]

giam trovigas en duopoe



dpd = diekI(F)

e (6)
dp; = dii=b, (F) ,

kiu estas ununura formo de transskribo de la rilatoj (5). tiujn
aliajn formojn ni povas transformi en la formojn (6).
Sur la dekstra flanke de la rilatoj (6) ni havas en la ska-

lara produto normalovektoron di kun iaj vektoroj EJ, respektive
Ei' pri kiuj ni §isnune scias, ke ili estas funkcioj de la situo-
vektoro r. Surbaze de la rilatoj (6) ni povas transskribi la ek=

vacion (3) en la formon:

dP ='[dﬁ-EJ(F1]aJ = dﬁ-[EJ(F)Ej], (7)
respektive la ekvacion (4) en la formon:

df = [dn-b,(F)] &% = dne[b, (F)3%]. (8)

En rektaj krampoj sur dekstraj flankoj de la rilatoj (7},
respektive (8) trovigas sumoj da diadoj, kiuj kreas tensoron
de la dua grado: : :

__-J—-—_———l
T(F) = k (r)ej = b, (F)&". (9)

Nun ni povas la rilatojn (7)., respektive (8) esprimi unue

Torue:
dP = dii*T(F). (10)

Helpe de tensoro de la dua grado T(T) ni aligas al normalo=
vektoro dii vektoron de elementa forto dP. Tiu &i aligo estas por
donita situovektoro F unusignifa kaj tial ne decidas, &u aligo
okazis per dekstra al maldekstra skalara produto de normalovek-
toro di kun tensoro T(F).

Tial:

dP = dAsT(F) = T(F)edn . (11)

Sed tiun €i econ havas tensoroj simetriaj, do la tensoro
T(F) estas tensoro simetria, Helpe de 1a rilatoj:

dP

B ds

po 1]

kaj dn = A ds, kie Rl= 1,
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ni povas la ekvacion (10) transformi en jenan formon:

dP = p dS = neT(T)dS & (12)

Rezultan forton P efikantan sur difinitan korpon ni rice-
vos per integrado de la rilato (12) tra la tuta surfaco de la

korpo T:
P = /‘;(F}ds = /1-T(F)ds z (13)
s S

Rimarko: Ne temas pri ekvilibro de fortol, far ni neglektas la
pezon de la korpo kaj tial P # O,

Du integraloj, kies integradon ni plenumas tra la sama sur=
faco certe egalas, se egalas 1a subintegralaj funkcioj:

BIF) = neT(Fle (14)

La tensoron T(F) ni devas rigardi kiel tensoran kampon,
helpe de kiu ni aligas al la normalo-vektoro i vektoran kampon
pi(Tle

far ni on la komenco de nia ekspliko parolis pri la korpo
de ajna formo kaj dimensio, sur kies surfacon efikas ajna konti=
nua 8argo, ni per tio difinis senfinan aron da korpoj, en kiun
envicigas ankat @iuj subkorpo] /korpelemento] elprenitaj el kon-
cerna korpo/e. Do ni jam ne estas limigitaj je la surfaco de la
korpo, sed ni povas difini la vektoron B(F) en kiu ajn punkto de
ia korpo. Tiuokaze estas 1a vektoro P(T) nomata tensiovektoro
kaj la tensoro T(F), helpe de kiu ni la tensiovektoron elkalku=
las, ni nomos tensiotensoroce

sed en la diadoj de la tensiotensoro T(F) trovigas ankoral
nedifinitaj vektoroj kI (F), respektive Ei(?). Tiujn @i vektorojn
ni ankali povas esprimi helpe de iliaj kontravariantad au kova-
riantaj komponantoj:

= Syl k,=1=
By (F) = by ()" = by ()& (15)
respektive: kI (F) = kjp(F)ép = KIP(RIG, . (18)

La tensoron T(F) do ni povos skribi en la formo:
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T(F) = 13 (M&Ps; = WIP(F)E 3, = b, (FIE s = b K (F)5,8.(17)

Por ke ni povu elkalkuli komponantojn de la vektoroj EJ(F),
respektive Ei(F) lali rilato (14) ni devas koni tensiovektorojn
apartenantaj al tri normalovektoroj /tiuj €i tri normalovekto=
roj ne darfas esti komplanaraj/. Ni devas konsideri, ke ne te-
mas pri konstantaj tensiovektoroj, sed pri la vektoroj, kiuj
estas funkcioj de la situovektoro F, do temas pri vektoraj kam-
pPOje

Solvante konkretan problemon ni intence elektos tian koor-
dinatsistemon, kies unuovektoroj éj estas paralelaj kun normalo-
vektoroj, kies tensiovektoroj estas konataj. Eluzinte la rila-
tojn (17) en la evacio (14) ni povos difini unuopajn komponan-
tojn de nekonataj vektoroj EJ(F), respektive Ei(F):

o S(F) = kI9(F)g = 13 (Mo, = b (Rl = by (7)., (18)

rq¥js
kie prs estas projekcio de la vektoro p apartenanta al normalo-
vektoro ﬁr en la direkton de la unuovektoro Es. Plue:

En tiu okazo, se temas pri orta koordinatsistemo la kova-
riantaj kaj kontravariantaj komponantoj de la vektoro egalas
kaj validas:

’ _—lporr=s
kaj

O porr £s ,

kie Ij estas unuovektoroj de orta koordinatsistemo.
La rilaton (18) en orta koordinatsistemo ni povas trans-
skribi en la formon:

o . a8 w8
Bpg ™ ks = k = b e bsr
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kaj la tensiotenscoro T(F) estos difinita per rilato:
(e X (19)

Se ni volas difini tensiarostaton en certa punkto B de
donita korpo T, kiu estas difinita per la situovektoro FB'
tiam tensoro priskribanta tiun i tensiarostaton estos difini-
ta per la rilato:

T(Fg) = p ol Fg)i I, (20)

kaj la tensiovektoro apartenanta al la normalovektoro A, en la
punkto B:

Be(Fg) = s T(Fy)e (21)
Normala projekcic de la tensiovektoro - normalotensio - aparte=

nanta al la normalovektoro ny estas donita per skalara produto
de amball vekioroj:

Potet = ﬁx(FB)-ﬁa = ﬁd'T(FB)°ﬁx ® (22)
Se la normalovektoro fi, estas difinita per:

Nx = coOS dek' (23)

ni ricevos per la solvado de la ekvacio (22):

2
Poet = P11€08 ai - 2plzcosdicos£2 - 2plscosdicosdé - :
(24

2 - : 2
= PppC0s o, = 2pzacosaécosa% = Pg3C08 a5

Ni venis al la rilato por elkalkulo de normalotensio en
la ebeno difinita per normalovektoro lal rilato (23).
En la rilato (24) ni jam eluzis rilatojn:
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Egaleco de tangantaj tensioj por orta koordinatsistemo re-
-ultas el tio, ke tensiotensoro estas tensoro simetria, kion
ni jam konstatis dum nia ekspliko. Tiu &¢i kondi&o memkomprene=
ble validas ankau en oblikva koordinatsistemo, sed &i tie ne
temas pri tangantaj tensioj efikantaj en la ebenoj difinitaj
per donitaj normalovektcoroje
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Resumo:

gENERALE PRI TENSIOTENSORO
Ing.Vladimir Némec,Zilina,CSSR

En la kontribuajo estas donita nova metodo de difino de
tensiarstato en koncerna punkto de la korpo. Matematika eks-
pliko elirae rigore el la tensor-kalkulo, kio signifas, ke
estis eliminita neceso de la enkonduko de elementa orta paralele-
pipedo, kiu estis uzita en 2iuj Gisnunaj publikafcj. Pro pli
bona gGeneraleco estis uzita oblikva koordinatsistemo, kiu per=
mesas elkalkuli tensiovektoron en koncerna ebeno el tri kona-
taj tensiovektoroj efikantaj en tri libervolaj ebenoj. Dum
ekspliko oni venas al simpla rilato por la elkalkulo de tensio
efikanta en koncerna ebeno, kiun ni difinis per la skalara produ-
to de normalovektoro kaj tensiotensoro (14) kaj (21). EL 1a
ekspliko rezultas, ke tensiotensoro estas tensoro simetria,
el kio oni povas konkludi por orta koordinatsistemo konditon
de egaleco de tangantaj tensioj lal rilato:

Piy = Py

Tiu &i kondilo memkomprensble validas ankau en oblikva koordi-
natsistemo, sed &i tie ne temas pri tanQantaj tensioj efikan-
taj en la ebenoj difinitaj per donitaj normalovektoroje





