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Paradoksoj kaj Apartecoj de la Senfino
José Lourengo CINDRA (BR)

|. Enkonduko

Kiam ni pasas de la finhavaj al la senfinaj grandoj montrigas
neatenditaj proprecoj. Tiuj €i proprecoj estas atributoj de la
nefinieco. Ili manifestigas en la dialektika unueco de finieco kaj
nefinieco. Komence povas esti nekompreneble, ke propreco, tiel
guste difinita por la sumo de finhavaj nombroj - la komutada
propreco, ne validas por iaj senfinaj serioj. Tio ¢i temas pri serioj
kondi¢e konvergaj. Ekzistas teoremo de Riemann rilate al tiuj ¢i
serioj asertanta, ke depende de permuto de giaj termoj tiuj Ci serioj
povas konvergi al iu ajn antaue elektita nombro.

Alia surprizo estas por ni la senfinaj aroj, en kiuj iaj
ekvivalentklasoj povas esti difinitaj inter respektivaj elementoj, ec
se iu aro estas subaro de alia. Tipaj ekzemploj estas la senfinaj
numereblaj aroj kaj la aroj havantaj la kontinupotencon. La
paradoksaj proprecoj, karakterizajoj de tiuj Ci aroj, Sokas nian
simplan komprenpovon edukita surbaze de la postulatoj de la
formala logiko. Tiuj ¢i estas sendubaj paradoksoj, kiuj, malgrau
iliaj kontraudiraj aspektoj, estis analizitaj kun granda rigoro fare de
la prilogikaj matematikistoj. Estas notinde ke, kiel montris Cantor
kaj Dedekind, ¢ia senfina aro estas ekvivalenta al iaj subaroj de tiuj
¢i samaj aroj. Tiu ¢i propreco povas servi kiel difino de senfina aro.
ILa parto povas havi la potencon de la tuto. Lau Dedekind, la
karakterizajo de Ciuj senfinaj aroj estas posedi partojn, kiuj estas
kompareblaj kun la tuto. Tiel li difinis senfinan kaj finhavan arojn:

Sistemo S estas nefinia, se @i estas simila al parto el & mem;
kontraukaze gi estas finia sistemo (Dedekind, Stetigkeit und
irrrationale Zahlen, 1872).

Jam en la auroro de la XIX jarcento, la filozofiaj pensoj de
Hegel kaj la progreso de la matematika kono dum tiu jarcento,
ekde Cauchy kaj Gauss gis Riemann, Weierstrass, Dedekind kaj
Cantor, multe kontribuis al la kompreno de la kontraudiroj esence
propraj al la nefinieco. Nur Cantor suksecis montri, ke la aksiomo,
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lau kiu 'la tuto estas pli granda ol ¢iu el giaj partoj', kelkfoje ne
estas vera. La tutajo povas havi proprecojn, kiujn certaj elementoj
de tiu Ci sama tutajo ne havas. Sed tiu Ci estas simple manifestigo
de dialektika aparteco esence propra al la nefiniaj aroj. Verdire,
pripensadojn sufi¢e proksimajn al tiu de Cantor esprimis la ceha
matematikisto kaj filozofo Bernhard Bozano (1781 - 1848). En sia
verko 'Paradoksoj de la Infinito' (Paradoxien des Unendlichen,
postmorte publikita en 1850), Bolzano rimarkis kelkajn gravajn
proprecojn de la nefiniaj aroj.

2. La racionalismo kaj la koncepto de la senfino

Pripensoj koncerne la senfinon enestis en la verko de mondfama
franca filozofo René Descartes (1596 - 1650), ekzemple en la
Meditadoj (1641).

"Estas pli da realo en la senfina substanco ol en la finhava
substanco" (Meditado Tria, 28).

Koncerne la senfinon Sajnas, ke elementoj de dialektiko mem
jam enestis en verkoj de Benediktus de Spinoza (Baruh Despinoza)
(1632 - 1677), precipe en ties Etiko. Kvankam, tie ¢ mi povas
paroli nur pri negativa dialektiko, ¢ar Spinoza ne povis adekvate
kompreni kelkajn subtilecojn de la temo. Malsupre mi skribas
kelkajn liajn propoziciojn temantajn pri tio. Ciuj asertoj estas el
'Etiko, lau matematika metodo prezentita, Parto I":

"Ciu substanco nepre estas senfina" (Propozicio VIII).

"Ju pli da realo au ekzistado havas la ento, des pli da atributoj i
havas, kiuj esprimas la neceson, au alivorte, la eternecon kaj la
nefiniecon" (Skolio de Prop. X).

"Dio, au alivorte, la substanco, konsistanta el senfinaj atributoj,
Ciu el ili esprimanta eternan kaj senfinan esencon, nepre ekzistas"
(Prop. XI).

Descartes diris en la Meditadoj, ke "la korpa substanco estas
dividebla, sed la spirito estas tute nedividebla" (Medit. Sesa, 33).
Aliflanke, Spinozo asertas, ke "oni ne povas efektive koncepti ian
atributon de la substanco, lau kiu la substanco povu esti
dividebla" (Prop. XII). Per unu vorto, lau koncepto de Spinozo, la
unika substanco, konsistanta el senfinaj atributoj, estas nedividebla.
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Kaj en Skolio de Prop. XV li argumentas, ke la dividado de
senfina substanco kondukus al absurdajo. Li asertas: "La nefinia
kvanto estas nemezurebla kaj ne povas formigi el finiaj partoj". Li
konsideras, ke se oni dividas la senfinan substancon en du finhavaj
partoj, la senfino estus konsistanta el du finhavaj partoj, kaj tio
estus absurdajo. Sed, se tiuj partoj estas finhavaj, ekzistus duobla
senfino el alia senfino (dua senfino el unu), kaj ankau tio estus
absurdajo.

Estas notinde, ke - kontraste al Descartes - lau Spinoza ekzistas
nur unu substanco konsistanta el senfinaj atributoj. Tial, kiam li
kontestas la dividadon de la substanco, tio ¢i temas pri korpa
substanco au spirito kiel modoj de unika senfina substanco. La
rezonadoj de Spinoza montras, ke li simple ne povis transiri la
matematikajn limojn de sia tempo. Li intuicie akceptis la aksiomon,
kiun efektive Ciuj akceptis, nome ke la parto ne povas egali al la
tuto.

Aliflanke, konsiderante la nefiniecon kaj la finiecon kiel
kontrauajojn, nek al Spinozo nek antaue al Descartes prezentigis la
problemo, lau kiu la nefinieco povus deveni el finieco mem. Tiuj ¢i
aspektoj de la dialektiko de la senfino rilate al la finieco nur poste
klarigis.

3. La matematikaj aroj kaj la senfino

La naturo de la senfino, esence dialektika, jam estis ekzamenita,
kvankam ankorau sufi¢e intuicimaniere, tamen kun granda sageco,
de Galilejo mem en la komenco de la klasika fiziko. Sajnas, ke
Galilejo estis tro impresita de la problemo pri la interrespondo inter
du senfinaj aroj. La konjektoj de Galilejo aperis sufice klaraj en lia
verko Diskursoj (Discorsi, 1638). Lia intenco estis kompari aron de
Ciuj naturaj nombroj kun la aro de ¢iuj kvadrataj nombroj kaj kun
la aro de Ciuj kvadrataj radikoj montrante, ke tiuj éi aroj estas
senfinaj. Li konjektis, preskau senerare, ke la konceptoj de pli,
malpli kaj egala ne aplikigas al la nefiniajo. Li montris intencon por
la kompreno de la nefiniaj grandoj kaj de la infinitezimaj grandoj.
La astronomiaj demandoj faris, ke li spekulativis pri la ebleco de
senfina universo, kvankam li fakte ne konsentis al tiu ebleco.
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Aliflanke, la seréado pri la legoj de la movo faris, ke montrigis al li
la infinitezimaj grandoj: la koncepto de ¢i tie kaj nun, la koncepto
de momenta rapideco, provizora skizo de la diferenciala
movkoncepto.

"La koncepto de senfino ¢e Galilejo ankorau ne prenis
adekvatan matematikan formon, por la analizo de la infinitezimaj
grandoj, sed gi forte alproksimigis al tiu Ci idealo. Kun Galilejo
komencigis la nocio de senfinaj aroj de sama potenco”
(Kouznetsov, 1974, p. 66).

En la antikva epoko Zenon, disciplo de Parmenides, rimarkis
kelkajn paradoksojn koncerne la kontinuon kaj la senfinon. Poste
Aristoteles konceptis du klasojn de senfinoj: la potenciala senfino,
restanta finhava Eiumomente, kaj la aktuala senfino au perfekta
senfino, signifanta nefinian ekzistantan grandon. Li rifuzis la
ekzistadon de la aktuala senfino, sed akceptis la potencialan
senfinon. Lau lia opinio, la universo (la aristotela kosmo) estis
senfina en la tempo (potenciala senfino), sed finhava en la spaco.
Aristoteles diris, ke la senfino povas ekzisti nek kiel io montranta
aktualan ekzistadon, nek kiel substanco, nek kiel principo.

Aliflanke, Hegel en la Capitro nomita La Kvanta Senfino de lia
verko Scienco de la Logiko diskutis pri la koncepto de la senfino,
sed ¢iam en la dialektika unueco kun gia kontraua koncepto de
finhava grando. Lau opinio de Hegel, la ideo de la senfino estas la
intelektuala kontemplado de iu senfine kreskanta grando (aktuala
senfino); la bildo prezentanta senliman nombran sinsekvon, al kiu
oni povas ¢iam aldoni plian nombron ad infinitum, estas nur enuiga
tasko. Tial li konsideris §in seninteresa. Li asertis, ke gi estas fakte
- kiom ajn frapanta tio povas $ajni - ia kvazau nefiniajo restanta
¢iam finhava. Tiu &i grandega panoramo de la senfino (malbona
nefiniajo lau hegela terminaro) estas evidenta en la poemo de la
svisa medicinisto kaj poeto Albrecht von Haller (1708 - 1777); tiun
¢i poemon Kant rigardis "priskribo de la eterneco, kiu kauzas
frostotremon" (Kouznetsov, 1973, p. 260). Jen libera traduko:

Mi adicias grandegajn nombrojn,

Montojn da milionoj mi kunamasigas,

Mi amasigas tempon sur tempo kaj mondon sur mond’,
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Kaj kiam, el tiu ¢i terura altec'

Vertige mi denove alrigardas vin,

La tuta potenco de la nombro,

Multigita milfoje,

Ankorau ne estas parto el vi.

Mi forprenas vin, kaj jen vi estas tutplena antau mi. *)

Hegel insistis pri tio, ke tiu ¢i priskribo de la senfino estas nur
senfine sinsekva $ango el iu kvanto al alia, kaj aparte, el nombro
transe de si mem; ke tiu &i priskribo prezentas sinsekvon de limoyj,
kiuj estas metitaj kaj retiritaj alterne tiel, ke ni antauenirante fakte
atingas nenion. Se Kant vidis en tiuj ¢i versoj "la priskribon de la
eterneco, kiu kauzas frostotremon", dirante ke la grandeco de la
senfino eé kauzas vertigon, Hegel kontrauante tiun i aserton
rimarkas, ke la lasta strofo de la poemo, (la nura, kiu lau lia opinio
estas signifoplena), esprimas la ideon, ke la finieco kaj la senfinieco
estas nedisigeblaj. Hegel insistas ke, se oni volas kompreni la
senfinon, oni nepre devas refuti la progressus infinitum. En tiu Ci
demando 8ajnas, ke Hegel, kvankam el tute alia vidpunkto,
gustadire malgrau sia malSata rilato al matematika rezonado,
alproksimigis al la verkoj de venontaj grandaj matematikistoj en la
dua duono de la XIX jarcento, precipe al Dedekind kaj Cantor.

Pri tiu & afero Kouznetsov argumentas, ke lau opinio de Hegel
ne estas la senfino mem - la senpera senfino, la malbona senfino,
kiu mirigas nin, kiu pligrandigas nin intelekte, sed la interrespondo
inter la mezuroj kaj la legoj, kiun la racio konstatas en la objektoj.
Tio & temas pri racia senfino kontraste al la neracia senfino.
Kouznetsov klarigas tion dirante ke, se oni volas fari
cirkonferencon, oni ne bezonas kurbigi linion je cent punktoj, je
mil punktoj au je miliono da punktoj, sed oni simple kurbigas gin je
cirkonferenco; por tio oni difinas legon (ekz. la ekvacion de la
cirklo).

Ni povas kompari tiun & rezonadon kun la koncepto de
nenombreblaj aroj. Estus vana intenco seréi nombradon de la
elementojn de tiuj & aroj, nombri ion esence nenombreblan.
Tamen, kiel montris la matematikisto Georg Cantor (1845-1918)
en la 1870aj jaroj kaj poste, oni povis malgrau tio malkasi la plej
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esencajn proprecojn de tiuj €1 aroj (Klein, 1924, Aneksajoj).
Cantor, kiel Dedekind, konstatis la fundamentan proprecon de
senfinaj aroj, sed Cantor vidis, malsame (ne ‘'kontraste') al
Dedekind, ke ne Ciuj nefiniaj aroj similas. Li sukcesis konstrui
hierarkion de nefiniaj aroj lau la potenco de la aro (Méachtigkeit der
Menge au power of the set). Oni povas fari racian priskribon de tiyj
¢1 aroj difinante adekvatajn komparkriteriojn. Du aroj havas la
saman potencon, se inter iliaj elementoj oni povas difini
unusignifan interrespondon; kontraukaze oni diras, ke la aroj havas
malsamajn potencojn.

Algebra nombro estas nombro, kiu povas esti radiko de
polinoma ekvacio kun entjeraj koeficientoj, alie &i estas transcenda
nombro. Nia intuicio diras, ke la tutajo de la raciaj nombroj estas
pli kompakta ol tiu de la naturaj nombroj kaj ke la algebraj nombroj
estas arangitaj en ankorau pli densa formo, kaj ke fine la tutajo de
la reelaj nombroj, la aritmetika kontinuo, estas la ultradensa medio,
la pleno - malgrau ke estis konstatite, ke la aro de la raciaj nombroj,
same kiel la aro de la algebraj nombroj, estas numereblaj aroj (kiuj
havas la saman potencon kiel la entjeroj). Aliflanke, la aro de la
transcendaj nombroj kiel e, TT, eX, Inx - kvankam ili estas parto de
la aro de reelaj nombroj - havas komune kun tiuj €i la fakton, ke ili
ambau havas la potencon de la kontinuo.

La algebraj nombroj estas kvazau provinco en la tutajo de la
reelaj nombroj. La tutajo de transcendaj nombroj estas multe pli
vasta ol la tutajo de algebraj nombroj. Sufi¢as rimarki, ke, krom la
kazo y=1, x=0, la ekvacio y=eX ne povas solvigi per algebraj
nombroj, Car ekzistas teoremo asertanta, ke en la ekvacio eB=bla
nombroj B kaj b ne povas esti algebraj samtempe krom la triviala
okazo B=0, b=1. Konsiderante ke el = -1, (elll + 1=0, t. e. eil=
COSTT -+ 1 sInTt= -1) estas demonstrite, ke TT estas transcenda nombro.
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*)Tio Ci estas la respektiva parto el la germanlingva origina poemo:
Albrecht von Haller ("La Alpoj", 1729):
Ich hdufe ungeheure Zahlen,
Gebirge von Millionen auf,
Ich setze Zeit auf Zeit und Welt auf Welt zu Hauf,
Und wenn ich von der grausen Hoh'
Mit Schwindeln wieder nach dir seh',
Ist alle Macht der Zahlen,
Vermehrt zu Tausend malen,
Noch nicht ein Teil von dir.
Ich zieh' sie ab, und du liegst ganz vor mir.
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